HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG MẶT PHẲNG

PHẦN I. ĐƯỜNG THẲNG VÀ ĐƯỜNG TRÒN

BÀI 1. ĐIỂM VÀ ĐƯỜNG THẲNG

Góc giữa hai đường thẳng d1 và d2 được tính bởi công thức
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Khoảng cách từ một điểm Mo(xo; yo) đến một đường thẳng (d): ax + by + c = 0 có công thức là
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Nếu (d): ax + by + c = 0 chia mặt phẳng Oxy thành hai nửa mặt phẳng có bờ là (d), ta luôn có


Một nửa mặt phẳng chứa các điểm Mo(xo; yo) thỏa mãn: axo + byo + c > 0


Nửa mặt phẳng còn lại chứa các điểm Mo(xo; yo) thỏa mãn: axo + byo + c < 0

Phương trình đường phân giác của các góc tạo bởi d1 và d2 là
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Bài 1. Lập phương trình tham số của đường thẳng (d) trong mỗi trường hợp sau:

a. (d) đi qua điểm A(–5; –2) và có vectơ chỉ phương 
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r

 = (4; –3)
b. (d) đi qua hai điểm A(0; 1) và B(2; 2)
Bài 2. Lập phương trình tổng quát của đường thẳng (d) trong mỗi trường hợp sau:

a. (d) đi qua điểm M(3; 4) và có vectơ pháp tuyến 
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b. (d) đi qua M(3; –2) và có vectơ chỉ phương 
[image: image6.wmf]u

r

 = (4; 3)
c. (d ) đi qua A(2; –1) và có hệ số góc k = –1/2.
d. (d) đi qua hai điểm A(2; 0) và B(0; –3)

Bài 3. Cho tam giác ABC, biết A(1; 4), B(3; –1), C(6; 2). Lập phương trình tổng quát của các đường thẳng chứa đường cao AH và trung tuyến AM của tam giác.

Bài 4. Lập phương trình 3 đường trung trực của một tam giác ABC có các trung điểm các cạnh AB, BC, CA lần lượt là M(–1; 0), N(4; 1), P(2; 4).

Bài 5. Cho tam giác ABC, biết phương trình đường thẳng AB: x – 3y + 11 = 0, đường cao AH: 3x + 7y – 15 = 0, đường cao BH: 3x – 5y + 13 = 0. Tìm phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh còn lại của tam giác.

Bài 6. Cho tam giác ABC có A(–2; 3) và hai đường trung tuyến: 2x – y + 1 = 0 và x + y – 4 = 0. Hãy viết phương trình đường thẳng chứa 3 cạnh của tam giác.

Bài 7. Tìm góc giữa hai đường thẳng d1: x + 2y + 4 = 0 và d2: 2x – y + 6 = 0

Bài 8. Cho hai đường thẳng d1: x – 2y + 5 = 0 và d2: 3x – y = 0

a. Tìm giao điểm của hai đường thẳng.

b. Tính góc giữa d1 và d2
Bài 9. Với giá trị nào của tham số m thì hai đường thẳng d1: mx + y + q = 0 và d2: x – y + m = 0 vuông góc.
Bài 10. Lập phương trình đường phân giác của các góc giữa hai đường thẳng (d1): 2x + 4y + 7 = 0 và (d2): x – 2y – 3 = 0.
Bài 11. Tìm phương trình tập hợp các điểm cách đều hai đường thẳng (d1): 5x + 3y – 3 = 0 và (d2): 5x + 3y + 7 = 0

Bài 12. Cho đường thẳng (d): x – y + 2 = 0 và hai điểm O(0; 0), A(2; 0)

a. Chứng tỏ rằng hai điểm A và O nằm về cùng một phía đối với đường thẳng (d).

b. Tìm điểm O’ đối xứng của O qua (d).

c. Tìm điểm M trên (d) sao cho độ dài của đoạn gấp khúc OMA ngắn nhất.
Bài 13. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho tam giác cân ABC, BC = BA, với A(1; –1), C(3; 5), đỉnh B nằm trên đường thẳng d: 2x – y = 0. Viết phương trình các đường thẳng AB và BC.

Bài 14. Tìm tọa độ các đỉnh B, C của tam giác ABC biết A(–1; –3), trọng tâm G(4; –2), đường thẳng trung trực của AB có phương trình: 3x + 2y – 4 = 0.

Bài 15. Trong mặt phẳng Oxy cho hai đường thẳng: d1: 2x – y + 5 = 0, d2: 3x + 6y – 7 = 0. Lập phương trình đường thẳng đi qua P(2; –1) sao cho đường thẳng đó cắt d1, d2 tạo ra một tam giác cân có đỉnh là giao điểm của d1 và d2.

Bài 16. Cho đường thẳng d: x – 2y – 2 = 0 và hai điểm A(0; 1), B(3; 4). Tìm tọa độ điểm M thuộc đường thẳng d sao cho 2MA² + MB² có giá trị nhỏ nhất.

Bài 17. Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC. Phương trình đường thẳng chứa cạnh AB là: y = 2x. Phương trình đường thẳng chứa cạnh AC là: x + 4y – 9 = 0; trọng tâm G(8/3; 7/3). Tính diện tích tam giác ABC.

Bài 18. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm A(1; 0), B(3; –1) và đường thẳng d: x – 2y –1 = 0. Tìm C thuộc d sao cho diện tích tam giác ABC bằng 6.

Bài 19. Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC, A thuộc d: x – 4y – 2 = 0, BC song song với d. Phương trình đường cao BH: x + y + 3 = 0 và trung điểm AC là M(1; 1). Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác ABC.

Bài 20. Trong mặt phẳng Oxy có A(2; –1), B(1; –2), trọng tâm G thuộc đường thẳng x + y – 2 = 0 Tìm tọa độ điểm C biết diện tích tam giác ABC bằng 3/2.

Bài 21. Cho tam giác ABC với A(1; 5), B(–4; –5), C(4; –1). Tìm tọa độ trực tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Bài 22. Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC vuông tại C, biết A(–2; 0), B(2; 0) và khoảng cách từ trọng tâm G đến trục hoành bằng 1/3. Tìm tọa độ đỉnh C.

Bài 23. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d: 3x – 4y + 1 = 0. Lập phương trình đường thẳng song song với d và cách d một khoảng bằng 1.

Bài 24. Trong mặt phẳng Oxy cho hai đường thẳng: d1: 2x – 3y + 1 = 0, d2: 4x + y – 5 = 0. A là giao điểm của d1 và d2. Tìm điểm B thuộc d1, điểm C thuộc d2 sao cho tam giác ABC có trọng tâm G(3; 5).

Bài 25. Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC, A(2; 2). Lập phương trình các cạnh của tam giác biết phương trình đường cao kẻ từ B và C tương ứng là: 9x – 3y – 4 = 0 và x + y – 2 = 0.

Bài 26. Cho tam giác ABC có đỉnh A(–1;2). Trung tuyến CM: 5x + 7y – 20 = 0 và đường cao BK: 5x – 2y – 4 = 0. Viết phương trình các cạnh AC và BC.

Bài 27. Viết phương trình các cạnh của tam giác ABC biết C(4; 3), các đường thẳng chứa đường phân giác trong và trung tuyến kẻ từ một đỉnh của tam giác có phương trình lần lượt là x + 2y – 5 = 0 và 4x + 13y – 10 = 0.

Bài 28. Cho tam giác ABC có đường phân giác trong AD: x – y = 0, đường cao CH: 2x + y + 3 = 0, cạnh AC qua M(0; –1), AB = 2AM. Viết phương trình các cạnh của tam giác ABC.

Bài 29. Cho A(2; 1). Vẽ hình chữ nhật OABC thỏa mãn OC = 2OA và yB > 0. Tìm tọa độ B và C. (O là gốc tọa độ).

Bài 30. Cho đường tròn (C). x² + y² + 2x – 4y – 4 = 0 và điểm A(3; 5). Viết phương trình các tiếp tuyến kẻ từ A đến đường tròn. Giả sử các tiếp điểm là M, N. Tính độ dài đoạn MN.

Bài 31. Cho đường thẳng (d): (1 – m²)x + 2my + m² – 4m + 1 = 0. Chứng tỏ rằng khi m thay đổi (d) luôn tiếp xúc với một đường tròn cố định.

Bài 32. Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC vuông tại A với B(–3; 0), C(7; 0), bán kính đường tròn nội tiếp r = 2
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– 5. Tìm tọa độ tâm I của đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Biết I có tung độ dương.

Bài 33. Cho tam giác ABC, A(1; 3), B(0; 1), C(–4; –1).

a. Tìm tọa độ chân H của đường cao kẻ từ đỉnh A.

b. Tính diện tích, chu vi của tam giác ABC.

Bài 34. Cho tam giác ABC, B(3; 5), C(4; –3). Đường phân giác trong của góc A có phương trình: x + 2y – 8 = 0.
a. Viết phương trình các cạnh của tam giác.

b. Tính diện tích của tam giác.

Bài 35. Cho đường thẳng (d): x – 2y + 2 = 0 và hai điểm A(0; 6), B(2; 5). Tìm trên d điểm M sao cho:

a. |MA – MB| lớn nhất.

b. MA + MB nhỏ nhất.

Bài 36. Cho tam giác ABC có B(–4; 0), phương trình đường cao kẻ từ đỉnh A có dạng –4x + 3y + 2 = 0, phương trình trung tuyến kẻ từ đỉnh C có dạng 4x + y + 3 = 0.

a. Viết phương trình ba cạnh của tam giác.

b. Tính diện tích tam giác.

Bài 37. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có điểm I(6; 2) là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. Điểm M(1; 5) thuộc đường thẳng AB và trung điểm E của cạnh CD thuộc đường thẳng Δ: x + y – 5 = 0. Viết phương trình đường thẳng AB.

Bài 2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN

Vấn đề 1: nhận dạng phương trình để tìm tâm và bán kính

Phương trình có dạng: x² + y² – 2ax – 2by + c = 0 (1)

Điều kiện a² + b² – c > 0, nếu thỏa thì phương trình (1) là phương trình đường tròn tâm I(a; b), bán kính 
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Vấn đề 2: lập phương trình của đường tròn

Cách 1: sử dụng đối với bài toán dễ tìm được bán kính và tâm đường tròn


– Tìm tọa độ tâm I(a; b) và bán kính r của đường tròn.


– Viết phương trình đường tròn theo dạng: (x – a)² + (y – b)² = r²
Cách 2: sử dụng đối với dạng bài toán thuờng đi qua 3 điểm


– Phương trình đường tròn có dạng là x² + y² – 2ax – 2by + c = 0 (2)


– Ứng với mỗi điểm đường tròn đi qua thành lập được một phương trình


– Giải hệ 3 phương trình trên tìm ra a, b, c

Vấn đề 3: lập phương trình tiếp tuyến của đường tròn

Loại 1: Lập phương trình tiếp tuyến tại Mo(xo; yo) thuộc đường tròn (C).


– Tìm tọa độ tâm I(a; b) của (C).


– Phương trình tiếp tuyến với (C) tại Mo(xo; yo) có dạng: (xo – a)(x – xo) + (yo – b)(y – yo) = 0

Loại 2: Lập phương trình tiếp tuyến với (C) khi chưa biết tiếp điểm


– Dùng điều kiện tiếp xúc: (d) tiếp xúc với đường tròn (C) tâm I, bán kính R khi d(I, d) = R
Bài 1. Tìm phương trình nào biểu diễn đường tròn, tìm tâm và bán kính nếu có.

a. x² + y² – 6x – 8y + 100 = 0

b. x² + y² + 4x – 6y – 12 = 0

c. x² + y² – 4x + 8y – 2 = 0

Bài 2. Cho phương trình x² + y² – 2mx + 4my + 6m – 1 = 0 (*)

a. với giá trị nào của m thì (*) là phương trình của đường tròn?

b. nếu (*) là phương trình của đường tròn hãy tìm quỹ tích tâm và tính bán kính theo m.

Bài 3. Lập phương trình của đừơng tròn (C) trong các trường hợp sau:

a. (C ) có tâm I(–1; 2) và tiếp xúc với đường thẳng (d): x – 2y + 7 = 0

b. (C ) có đường kính là AB với A(1; 1) và B(7; 5)

Bài 4. Trong mặt phẳng Oxy, hãy lập phương trình của đường tròn (C ) có tâm là điểm I(2; 3) và thỏa mãn điều kiện:

a. (C ) đi qua gốc tọa độ.
b. (C) tiếp xúc với trục Ox.
c. (C) tiếp xúc với trục Oy.
d. (C) tiếp xúc với đường thẳng (d): 4x + 3y – 12 = 0.
Bài 5. Lập phươngtrình của đường tròn (C) đi qua hai điểm A(1; 2) và B(3; 4) đồng thời tiếp xúc với đường thẳng (d): 3x + y – 3 = 0.

Bài 6. Cho 3 điểm A(1; 4), B(–7; 4), C(2; –5)

a. Lập phương trình đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC.

b. Tìm tâm và bán kính của (C).

Bài 7. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C): (x – 1)² + (y + 2)² = 25 tại điểm M(4; 2) thuộc (C).

Bài 8. Lập phương trình tiếp tuyến với đường tròn x² + y² – 4x – 2y = 0 biết rằng tiếp tuyến đi qua điểm A (3;–2)

Bài 9. Viết phương trình tiếp tuyến (d) với đường tròn x² + y² – 4x + 6y + 3 = 0 biết rằng (d) song song với đường thẳng (d1): 3x – y + 2014 = 0.

Bài 10. Cho đường tròn (C): x² + y² – x – 7y = 0 và đường thẳng (d): 3x + 4y – 3 = 0

a. Tìm tọa độ giao điểm của (d) và (C).

b. Lập phương trình tiếp tuyến với (C) tại các giao điểm đó.

c. Tìm tọa độ giao điểm của hai tiếp tuyến.

Bài 11. Lập phương trình tiếp tuyến (d) của đường tròn (C): x² + y² – 6x + 2y = 0 biết rằng (d) vuông góc với đường thẳng (d1): 3x – y + 4 = 0

Bài 12. cho đường tròn (C): x² + y² – 6x + 2y + 6 = 0 và điểm A(1;3)

a. Chứng tỏ rằng điểm A nằm ngoài đường tròn (C).

b. Lập phương trình tiếp tuyến với (C) xuất phát từ A.
PHẦN II. BA ĐƯỜNG CÔNIC

I. Elip

1. Định nghĩa: Cho hai điểm cố định F1, F2 với F1F2 = 2c (c > 0) và hằng số a > c. Elíp (E) là tập hợp các điểm M thỏa mãn MF​1 + MF2 = 2a.

(E) = {M: MF​1 + MF2 = 2a}

Ta gọi: F1, F2 là tiêu điểm của (E). Khoảng cách F1F2 = 2c là tiêu cự của (E).

2. Phương trình chính tắc của elip

Chọn hệ trục Oxy sao cho F1 và F2 nằm trên Ox và đối xứng qua O. Tiêu điểm trái F1(–c; 0). Tiêu điểm phải F2(c; 0).

MF1 = 
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Mà MF1 + MF2 = 2a (1)

Nên MF1 – MF2 = 2(c/a)x = 2ex (e = c/a < 1 là tâm sai của elíp) (2)

Từ (1) và (2) suy ra MF1 = a + ex và MF2 = a – ex (hai bán kính qua tiêu)

Ta lại có: (MF1 + MF2)² + (MF1 – MF2)² = 4a² + 4e²x².

Suy ra: 
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Đặt b² = a² – c². Phương trình elip là (E): 
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3. Hình dạng và tính chất của (E)

– Các đỉnh: A1(–a; 0); A2(a; 0); B1(0; –b); B2(0; b)

– Trục lớn: A1A2 = 2a, nằm trên trục Ox. Trục nhỏ: B1B2 = 2b, nằm trên trục Oy

– Đường chuẩn: x = 
[image: image14.wmf]a
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– Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở: x = ± a; y = ± b (Độ dài hai cạnh là 2a và 2b)

– Trục đối xứng: Ox; Oy và tâm đối xứng: O.
4. Tiếp tuyến của elip

Định lý: Cho elip (E) có phương trình chính tắc

(E): 
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Đường thẳng (d): Ax + By + C = 0 (với A² + B² > 0) là tiếp tuyến của (E) khi và chỉ khi: A²a² + B²b² = C² (gọi là điều kiện tiếp xúc)

Hệ quả: Nếu điểm M(xo; yo) thuộc (E) thì tiếp tuyến tại M có phương trình là
(d): 
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II. Hypebol

1. Định nghĩa: Cho hai điểm cố định F1, F2 với F1F2 = 2c (c > 0) và hằng số a < c. Hypebol (H) là tập hợp các điểm M thỏa mãn |MF1 – MF2| = 2a. (H) = {M: |MF1 – MF2| = 2a}.
Ta gọi: F1, F2 là tiêu điểm của (H). Khoảng cách F1F2 = 2c là tiêu cự của (H).

2. Phương trình chính tắc của hypebol

Chọn hệ trục Oxy sao cho F1 và F2 nằm trên Ox và đối xứng qua O. Tiêu điểm trái F1(–c; 0). Tiêu điểm phải F2(c; 0)

Xét nửa phần bên phải MF1 > MF2. Ta có:

MF1 = 
[image: image17.wmf]22
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; MF2 = 
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Mà MF1 – MF2 = 2a (1)

Nên MF1 + MF2 = 2(c/a)x = 2ex (e = c/a > 1 là tâm sai của hypebol) (2)

Từ (1) và (2) suy ra MF1 = a + ex và MF2 = ex – a (hai bán kính qua tiêu)

Chứng minh tương tự cho trường hợp MF2 > MF1 ta có: 
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Ta lại có: (MF1 + MF2)² + (MF1 – MF2)² = 4a² + 4e²x².

Suy ra: 
[image: image21.wmf]2222
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Đặt b² = c² – a². Phương trình hypebol là (H): 
[image: image22.wmf]22
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3. Hình dạng và tính chất của (H)

– Các đỉnh: A1(–a ; 0); A2(a; 0)

– Trục thực: A1A2 = 2a, nằm trên trục Ox. Trục ảo: B1B2 = 2b, nằm trên trục Oy

– Đường chuẩn: x = 
[image: image23.wmf]a
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– Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở: x = ± a; y = ± b (Độ dài hai cạnh là 2a và 2b)

– Phương trình các đường tiệm cận: 
[image: image24.wmf]b
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– Trục đối xứng: Ox; Oy và tâm đối xứng: O.
4. Tiếp tuyến của hypebol

Định nghĩa: Cho hypebol (H) và đường thẳng (d) .Đường thẳng (d) gọi là tiếp tuyến của (H) nếu (d) không song song với các đường tiệm cận của (H) và (d) có một điểm chung duy nhất với (H)

Định lý: Cho hypebol (H) có phương trình chính tắc

(H): 
[image: image25.wmf]22
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Đường thẳng (d): Ax + By + C = 0 (với A² + B² > 0) là tiếp tuyến của (H) khi và chỉ khi A²a² – B²b² = C² ≠ 0 (gọi là điều kiện tiếp xúc)

Hệ quả: Nếu điểm M(xo; yo) thuộc (H) thì tiếp tuyến tại M có phương trình là

(d): 
[image: image26.wmf]oo

22

xxyy

1

ab

-=


III. Parabol

1. Định nghĩa: Cho điểm cố định F và đường thẳng cố định Δ không đi qua F. Parabol (P) là tập hợp các điểm M cách đều điểm F và đường thẳng Δ.

(P) = {M: MF​ = d(M; Δ)}

Ta gọi: F là tiêu điểm của (P). Đường thẳng Δ là đường chuẩn của (P). p = d(F; Δ) là tham số tiêu.

2. Phương trình chính tắc của parabol

Chọn hệ trục Oxy sao cho F nằm trên Ox và Δ vuông góc với Ox, đồng thời F và Δ cách đều Ox. Tiêu điểm F(p/2; 0) và phương trình đường chuẩn (Δ): x = – p/2.

MF = 
[image: image27.wmf]22
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Vì MF = d(M; Δ) nên 
[image: image29.wmf]222
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Vậy phương trình chính tắc của parabol là (P): y² = 2px.

3. Hình dạng và tính chất của (P)

– Đỉnh: O(0; 0)

– Bán kính qua tiêu điểm của (P) là MF = d(M; Δ) = x + p/2

– Trục đối xứng: Ox

4. Tiếp tuyến của parabol

Định nghĩa: Cho parabol (P) và đường thẳng (d) .Đường thẳng (d) gọi là tiếp tuyến của (P) nếu (d) không song song với trục đối xứng của (P) và (d) có một điểm chung duy nhất với (P).

Định lý: Cho parabol (P) có phương trình chính tắc (P): y² = 2px.

Đường thẳng (d): Ax + By + C = 0 (với A² + B² > 0) là tiếp tuyến của (P) khi và chỉ khi pB² = 2AC (gọi là điều kiện tiếp xúc)

Chứng minh:

Ta thấy trục Ox cắt (P) tại một điểm duy nhất nhưng không là tiếp tuyến của (P). Để (d) không song song với trục Ox thì A ≠ 0. Khi đó (d) tiếp xúc với (P) khi và chỉ khi hệ sau có nghiệm duy nhất:

(I) 
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Hệ (I) có nghiệm duy nhất khi phương trình bậc hai y² + (2pB/A)y + 2pC/A = 0 có nghiệm duy nhất

Δ’ = 
[image: image31.wmf]2
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Hay pB² = 2AC (với A ≠ 0)

Hệ quả: Nếu điểm M(xo; yo) thuộc (P) thì tiếp tuyến tại M có phương trình là (d): yyo = p(x + xo)

IV. Ba đường cônic
1. Định nghĩa chung: Cho điểm F cố định, một đường thẳng Δ cố định không đi qua F và một số dương e. Đường cônic (C) là tập hợp các điểm M sao cho 
[image: image32.wmf]MF
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Ta gọi: F là tiêu điểm, Δ là đường chuẩn, e là tâm sai.

2. Nhận xét

– Parabol (P): y² = 2px là đường cônic với e = 1

– Cho elip (E) có phương trình chính tắc

(E): 
[image: image33.wmf]22
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 với b² = a² – c²
Tâm sai 
[image: image34.wmf]c
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Đường chuẩn (Δ1): x = – a/e ứng với tiêu điểm trái F1(–c; 0)

Đường chuẩn (Δ2): x = a/e ứng với tiêu điểm phải F2(c; 0)

Với mọi điểm M thuộc (E) thì: 
[image: image35.wmf]12
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Vậy đường (E) là đường cônic với e < 1.

– Đường hypebol (H) là đường cônic với e > 1.

MỘT SỐ DẠNG BÀI TẬP

DẠNG 1. Xác định các yếu tố của (E), (H), (P) khi biết phương trình chính tắc của chúng.

Ví dụ 1. Cho elip (E) có phương trình 
[image: image36.wmf]22
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. Tìm tiêu điểm, tâm sai, đường chuẩn của (E).

Giải:

Ta có: a² = 4, b² = 1 và c² = a² – b² = 3.

Vậy a = 2, b = 1, c = 
[image: image37.wmf]3


Tiêu điểm của (E) là F1(–
[image: image38.wmf]3

; 0), F2(
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Tâm sai của (E) là 
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Đường chuẩn của (E) là x = 
[image: image41.wmf]4
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DẠNG 2. Lập phương trình chính tắc của (E), (H), (P).
Ví dụ 2. Viết phương trình chính tắc của hypebol (H), biết (H) đi qua M(– 2; 1)và góc giữa hai đường tiệm cận bằng 60°.

Giải:

Gọi phương trình chính tắc của (H) là: 
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Vì M thuộc (H) nên 
[image: image43.wmf]22
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Phương trình hai đường tiệm cận Δ1: bx – ay = 0 và Δ2: bx + ay = 0

Góc giữa hai đường tiệm cận là:

cos(Δ1; Δ2) = 
[image: image44.wmf]22
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 = cos60°.
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Với b² = 3a² thay vào (*) được a² = 11/3; b² = 11.

phương trình (H): 
[image: image46.wmf]22
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Với a² = 3b² thay vào (*) được a² = 1; b² = 1/3.

phương trình (H): 
[image: image47.wmf]22
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DẠNG 3. Lập phương trình tiếp tuyến của các đường cônic

Ví dụ 3. Viết phương trình đường thẳng (d) đi qua điểm A(1; 4) và tiếp xúc với hypebol (H):

[image: image48.wmf]22

xy

1

14

-=

. Tìm tọa độ tiếp điểm.

Giải:

Gọi M(xo; yo) là tiếp điểm. Khi đó đường thẳng d có phương trình dạng (d): xox – yoy/4 = 1

Vì (d) đi qua A(1; 4) nên xo – yo = 1 (1)

Mặt khác M thuộc (H) nên: 
[image: image49.wmf]22
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Suy ra M(1; 0) hoặc M(–5/3; –8/3)

Tiếp tuyến của (H) là: x = 1

hoặc 
[image: image52.wmf]52
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DẠNG 4. Lập phương trình các đường cônic không ở dạng chính tắc

Ví dụ 4. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho đường cong (P) có phương trình

16x² + 9y² + 24xy – 56x + 108y + 124 = 0

Chứng minh rằng (P) là một parabol. Tìm tọa độ tiêu điểm và đường chuẩn của parabol đó.

Giải:

16x² + 9y² + 24xy – 56x + 108y + 124 = 0


[image: image53.wmf]222
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Đặt F(1; –2) và đường thẳng Δ: 3x – 4y + 1 = 0.

Khi đó (*) ( MF² = d²(M; Δ) ( MF = d(M; Δ)

Vậy (P) là phương trình parabol với tiêu điểm F(1; –2) và đường chuẩn Δ: 3x– 4y + 1 = 0.

DẠNG 5. Xác định điểm M nằm trên (E), (H), (P) thỏa mãn điều kiện cho trước.
Ví dụ 5. Cho parabol (P): y² = 4x.

a) Tìm trên (P) điểm M cách F một khoảng là 4.

b) Tìm trên (P) điểm M ≠ O sao cho khoảng cách từ M đến Oy gấp hai lần khoảng cách từ M đến Ox.

Giải:

a) Từ phương trình (P): y² = 4x ( p = 2

Ta có: MF = xM + p/2 = 4 ( xM + 1 = 4 ( xM = 3

Thay vào (P) ( yM² = 12 ( y​M = 
[image: image54.wmf]23
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Vậy tọa độ điểm M là: (3; 
[image: image55.wmf]23
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).

b) Gọi tọa độ M(x; y). Do M thuộc (P) nên: y² = 4x ( x 0

Từ giả thiết M ≠ O và khoảng cách từ M đến Oy gấp hai lần khoảng cách từ M đến Ox ta có:

|x| = 2|y| ≠ 0 
[image: image56.wmf]x2y0
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Ta có hệ: 
[image: image57.wmf]2
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Vậy tọa độ M là (16; 8) và ( 16; –8).

DẠNG 6. Chứng minh các tính chất của đường cônic

Ví dụ 6. Cho parabol (P): y² = 4x. Đường thẳng (d) bất kỳ đi qua tiêu điểm F có hệ số góc k ≠ 0 cắt (P) tại M và N.

a. Chứng minh rằng: tích khoảng cách từ M và N đến trục Ox có giá trị không đổi.

b. Tìm k sao cho FM = 4FN.

Giải:

Vì (d) đi qua tiêu điểm F có hệ số góc k ≠ 0 nên có phương trình (d): y = k(x – 1)

Phương trình hoành độ giao điểm của (d) và (P) là:

[k(x – 1)]² = 4x ( k²x² – 2(k² + 2)x + k² = 0 (*)

Δ’ = (k² + 2)² – k4 = 2k² + 4 > 0 (k

( Phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt.

Vậy đường thẳng (d) luôn cắt (P) tại hai điểm phân biệt M và N.

a. Hoành độ hai điểm M và N là hai nghiệm của phương trình (*)

Theo định lý Viet có: xM + xN = 
[image: image58.wmf]2
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xM.xN = 1 (2)

d1 = d(M; Ox) = 
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d2 = d(M; Ox) = 
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[image: image61.wmf]12MN

dd16xx4

Þ==

 không đổi.

b) Theo công thức bán kính qua tiêu điểm:
MF = 1 + xM; NF = 1 + xN
Để MF = 4NF thì 1 + xM = 4(1 + xN) ( xM – 4xN = 3 (3)

Từ (2) và (3) ( xM = 4; xN = 1/4

Thay vào (1) ta được k = ± 3/4

BÀI TẬP

Bài 1. Cho hypebol (H): 4x² – y² – 4 = 0

a. Xác định tọa độ tiêu điểm của (H)

b. Tìm điểm M nằm trên (H) sao cho M nhìn hai tiêu điểm F1; F2 của (H) dưới một góc vuông

HD: b. Lập phương trình đường tròn (C) đường kính F1F2. Ta có M ( (C) ∩ (H).

ĐS: a. F1(
[image: image62.wmf]5
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; 0); F2(
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Bài 2. Cho hypebol (H): 
[image: image65.wmf]22
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 và đường thẳng Δ: x – y + m = 0

a. Chứng minh rằng Δ luôn cắt (H) tại hai điểm M, N thuộc hai nhánh khác nhau của (H).

b. Giả sử xM < xN. Xác định m để F2N = 2F1N biết F1, F2 là hai tiêu điểm của (H).

Bài 3. Viết phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp dưới đây:

a. (E) có một tiêu điểm F1(–7; 0) và đi qua M(–2; 12)

b. (E) đi qua hai điểm M(3; 4/5), N (–4; 3/5)

c. (E) đi qua M(1; 
[image: image66.wmf]3
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ĐS: a. 
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Bài 4. Viết phương trình chính tắc của hypebol (H) trong mỗi thường hợp sau:

a. (H) có tiêu điểm F1(–7; 0) và đi qua M(–2; 12)

b. (H) đi qua điểm A(
[image: image71.wmf]42

; 5) và có đường tiệm cận y = 
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4


c. (H) có tiêu cự bằng 
[image: image73.wmf]25

 và có tiệm cận xiên y = 2x

d. (H) đi qua A(1; 0) và B(
[image: image74.wmf]3

; 1)

ĐS: a. 
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 d) x² – 2y² = 1
Bài 5. Viết phương trình của parabol (P) trong mỗi trương hợp dưới đây

a. (P) có đường chuẩn là Δ: x + y = 0 và tiêu điểm F(2; 2)

b. (P) trục đối xứng là trục Ox; có đường chuẩn là trục Oy và đi qua điểm A(3; 1)

c. (P) có trục đối xứng là trục Ox và đi qua điểm A(4; 1); B(1; 2)

ĐS: a. x² + y² – 2xy – 8x – 8y + 16 = 0 b. y² – 2(3 ± 2
[image: image78.wmf]2
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Bài 6. Viết phương trình đường thẳng đi qua (12; –3) và tiếp xúc với elip 
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ĐS: 3x + 4y – 24 = 0 và 3x – 28y –120 = 0

Bài 7. Viết phương trình tiếp tuyến của hypebol (H): 
[image: image81.wmf]2
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 vẽ từ điểm (1; 4)

ĐS: x – 1 = 0 và 5x – 2y + 3 = 0

Bài 8. Viết phương trình tiếp tuyến của parabol (P): y² = 4x đi qua điểm (–1; 8/3)

ĐS: x – 3y + 9 = 0 và 9x + 3y + 1 = 0

Bài 9. Cho hypebol (H): 
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a. Tính độ dài phần đường tiệm cận nằm giữa hai đường chuẩn.

b. Tính khoảng cách từ tiêu điểm tới đường tiệm cận.

c. Chứng minh rằng chân đường vuông góc hạ từ một tiêu điểm tới các đường tiệm cận nằm trên đường chuẩn tương ứng với tiêu điểm đó.

HD: c. Gọi I là chân đường vuông góc hạ từ F2 đến đường tiệm cận d: bx + ay = 0

ĐS: a. 2a b. b

Bài 10. Cho elip (E): 
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 và C(2; 0). Tìm A, B thuộc (E) biết A, B đối xứng nhau qua trục hoành và tam giác ABC đều.

ĐS: 
[image: image84.wmf]243243
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[image: image85.wmf]243243
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Bài 11. Viết phương trình tiếp tuyến của hypebol (H): 
[image: image86.wmf]22
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 đi qua A(3; 1)

ĐS: x – 3 = 0 và 5x – 6y – 9 = 0

Bài 12. Cho elip (E): 9x² + 16y² = 144. Lập phương trình tiếp tuyến của (E) đi qua M(4; 3/2).

ĐS: x – 4 = 0 và 9x + 16 y – 60 = 0

Bài 13. Elip (E) có hai tiêu điểm là F1(–
[image: image87.wmf]10

; 0), F2(
[image: image88.wmf]10

; 0) và độ dài trục lớn là 2
[image: image89.wmf]18

.

a. Viết phương trình (E).

b. Đường thẳng d tiếp xúc với (E) tại M cắt hai trục tọa độ tại A và B. Tìm tọa độ M sao cho diện tích tam giác OAB nhỏ nhất.

ĐS: a. 
[image: image90.wmf]22
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 b. MinS = 12 khi M(±3; ±2)

Bài 14. Cho elip (E): 
[image: image91.wmf]22
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 với các tiêu điểm F1; F2. Tìm M thuộc (E) sao cho MF1 – MF2 = 2.

ĐS: 
[image: image92.wmf]M(2;3)

±


Bài 15. Hypebol (H) có tổng hai bán trục bằng 7 và phương trình hai đường tiệm cận là 
[image: image93.wmf]3
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.

a. Lập phương trình chính tắc của (H).

b. Lập phương trình tiếp tuyến của (H) song song với đường thẳng d: 5x – 4y + 10 = 0.

ĐS: a. 
[image: image94.wmf]22
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 b. 5x – 4y ± 16 = 0

Bài 16. Cho hypebol (H): x² – y² = 8. Viết phương trình chính tắc của elip đi qua A(4; 6) và có tiêu điểm trùng với tiêu điểm của hypebol đã cho.

ĐS: 
[image: image95.wmf]22
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Bài 17. Cho elip (E): 4x² + 16y² = 64

a. Xác định các tiêu điểm F1, F2, tâm sai và vẽ elip.

b. Gọi M là điểm bất kì trên (E). Chứng minh rằng tỷ số khoảng cách từ điểm M tới tiêu điểm phải F2 và tới đường thẳng x = 
[image: image96.wmf]8
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 có giá trị không đổi.

ĐS: a. F1(–
[image: image97.wmf]12

; 0), F2(
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; 0) b. 
[image: image99.wmf]2
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Bài 18. Lập phương trình chính tắc của hypebol (H) có tâm sai e = 
[image: image100.wmf]5
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 và tiếp xúc với đường tròn tâm I(0; 4) bán kính 2
[image: image101.wmf]21
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.

ĐS: 
[image: image102.wmf]2
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Bài 19. Viết phương trình chính tắc của elip (E) biết tâm sai e = 
[image: image103.wmf]5
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 và hình chữ nhật cơ sở của (E) có chu vi bằng 20.

ĐS: 
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